Pontrendszerek leírása



Sok probléma megoldásakor nem lehet egyetlen tömegpont mozgásának vizsgálatára szorítkozni, hanem egyszerre több, egymással kölcsönhatásban lévõ tömegpontból álló pontrendszer mozgását kell tanulmányozni. Pontrendszernek tekinthetõ például a Naprendszer, amennyiben eltekinthetünk az égitestek méreteitõl a vizsgált problémától függõen. A pontrendszer mozgását Newton II. törvénye szerint a következõ egyenletrendszer határozza meg:



�EMBED Equation.3��� , i = 1, 2, 3,........, n



amely skaláris alakban 3n darab másodrendû differenciálegyenletbõl áll n pontból álló pontrendszer esetében.



A pontrendszer egyes pontjaira ható erõket két nagy csoportba lehet sorolni: az elsõ a rendszerhez nem tartozó testektõl származó külsõ erõk, a másik pedig a pontrendszer tagjai közt ható belsõ erõk csoportja. Mindkét csoportban lehetnek szabad és kényszererõk is. 



Megkülönböztethetünk továbbá szabad pontrendszert, mint amilyen például a Naprendszer, és kötött pontrendszert, amelyben az egyes tömegpontok mozgását geometriai természetû kényszerfeltételek korlátozzák. Kötött pontrendszert alkot például két, egymással merev összeköttetésben lévõ tömegpont, amelyeknek egymástól állandó távolságban kell maradniuk. Kötött pontrendszerként fogható fel a merev test is. Elvileg bármely mechanikai rendszer tárgyalható a pontrendszer modellel.



Adjuk össze a pontrendszer egyes pontjaira felírt mozgásegyenleteket! Nézzük meg elõször két tömegpont esetére.



Az 1. pont mozgásegyenlete:



�EMBED Equation.3��� ,



ahol F1 a pontra ható külsõ erõ F12 pedig a másik ponttal való kölcsönhatás.



A 2. pont mozgásegyenlete:



�EMBED Equation.3��� .



Az összeg:



�EMBED Equation.3��� .



Az (I1 + I2) összeget nevezzük a két pontból álló pontrendszer impulzusának. A zárójelben lévõ két erõ Newton III. törvénye miatt zérus, hiszen 



F12 = - F21 ,



tehát a mozgásegyenletek összeadása során a belsõ erõk kiesnek, így 



�EMBED Equation.3���  



vagy 



�EMBED Equation.3��� ,



vagyis a pontrendszer impulzusának (ami az egyes pontok impulzusának vektori összege) idõ szerinti differenciálhányadosa egyenlõ a rendszerre ható külsõ erõk eredõjével. Ez az impulzustétel, amely másképp is kifejezhetõ. Írjuk át az egyes pontok helyvektorának felhasználásával idõ szerinti második differenciált, továbbá osszuk el és szorozzuk is meg a rendszer összes tömegével:



�EMBED Equation.3��� ,



vezessük be a pontrendszer tömegközéppontjához húzott helyvektort, vagyis definiáljuk a pontrendszer tömegközéppontját, majd írjuk fel segítségével a pontrendszer mozgásegyenletét:



�EMBED Equation.3��� .



Ez a tömegközéppont mozgásának tétele. Egy mechanikai rendszer tömegközéppontja úgy mozog, mintha a rendszer teljes tömege ebben a pontban lenne egyesítve, és a rendszer összes külsõ erõinek eredõje erre a pontra hatna. A rendszer belsõ erõi tehát egyáltalán nem befolyásolják a tömegközéppont mozgását és a rendszer impulzusát. Ez a tétel jogosít fel bennünket arra, hogy a kiterjedt testek mozgását is sokszor az anyagi pont modelljével írhassuk le. 



Amennyiben a rendszerre nem hatnak külsõ erõk (mechanikailag zárt rendszer), vagy ha a külsõ erõk eredõje zérus, akkor a rendszer impulzusa állandó, vagyis a tömegközéppont vagy egyenes vonalú egyenletes mozgást végez, vagy pedig nyugalomban van. Ez a impulzus-megmaradás tétele.



Példaként gondoljuk át, hogyha egy gránát felrobban a levegõben, akkor a robbanást elõidézõ belsõ erõk a rendszer tömegközéppontjának mozgását nem befolyásolják. A repeszekbõl álló rendszer tömegközéppontja légüres térben pontosan ugyanazon a parabola (illetve ballisztikus) pályán mozogna, mint a fel nem robbant gránát tömegközéppontja. 



A rakétákat a magukkal vitt üzemanyag elégetésekor keletkezõ gázok kiáramlásakor fellépõ reakcióerõ hajtja elõre. Nézzünk egy függõlegesen indított rakétára vonatkozó számítást, amelyben elhanyagoljuk a nehézségi erõt és a súrlódást. Legyen w a hajtómûbõl kiáramló égéstermék sebessége, m a rakéta tömege. A wdm impulzussal történõ kiáramlás közben a rakéta ugyanakkora impulzusra tesz szert ellenkezõ irányban, mivel a teljes impulzus külsõ erõ hiányában nem változik. dv sebességváltozás esetében mdv . Írjuk fel az impulzustételt:



mdv = - wdm .



Ebbõl a differenciálegyenletbõl meghatározhatjuk az m(v) függvényt, vagyis, hogy egy nyugvó helyzetbõl induló rakétának egy adott ve sebesség eléréséhez mennyi üzemanyagra van szüksége, vagyis mennyivel csökken a tömege eközben. Mekkora legyen az m0 induló és mekkora lehet az me hasznos tömeg. A megoldáshoz rendezzük az egyenletet, válasszuk szét a változókat, majd végezzük el az integrálást:



�EMBED Equation.3���



Eredményünket exponenciális alakban is felírhatjuk:



�EMBED Equation.3��� ,



amelyet Ciolkovszkij-egyenletnek neveznek.



Eredményünk segítségével ki tudjuk számítani azt, hogy amennyiben 1 tonna hasznos terhet szeretnénk földkörüli pályára juttatni, mekkora legyen a rakéta induló tömege, vagyis mennyi üzemanyagot kell a rakétának magával vinnie. A rakétákból általában 2km/s sebességgel áramlik ki az égéstermék és a körülbelül 8km/s -os szökési sebességre kell felgyorsítani. Behelyettesítve m0 - ra 55 tonna adódik, vagyis 54 tonna lesz az üzemanyag tömege!



A pontrendszer mozgásegyenleteibõl és Newton III. törvényébõl egy másik általános tétel is következik. Vezessük ehhez be a különbözõ vektorok "nyomatékát" vagy "momentumát"!  Az általános definíció szerint egy P kezdõpontú A vektor O pontra vonatkozó nyomatékán az r x A vektoriális szorzatot értjük, ahol az r = OP, az O - pontból a P pontban mutató helyvektor. Egy mozgó anyagi pont valamely O pontra vonatkozó nyomatéka az ebbõl a pontból az anyagi ponthoz húzott r helyvektor és a p=mv  lendületvektor vektoriális szorzata az



N = r x p = r x mv ,



amelyet az anyagi pont O pontra vonatkozó perdületének, vagy impulzusnyomatékának nevezünk. Pontrendszer esetében ezek vektori összege adja pontrendszer O pontra vonatkozó perdületét:



�EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���.



Nézzük ismét a két pontból álló pontrendszerünk mozgásegyenleteit és szorozzuk meg vektoriálisan az 1. pont esetében r1 - gyel, a 2. pont esetében pedig r2 - vel, majd adjuk össze az így kapott egyenleteket:



 �EMBED Equation.3���.



Az egyenletben fellép az erõ nyomatéka is, ami r x F. Nézzük az utolsó két tagot, amelyek a belsõ erõk nyomatékait és vegyük figyelembe, hogy F12 = - F21 :



�EMBED Equation.3��� .



Az r1 - r2 vektor és a két tömegpont közt ható F12 erõ egy egyenesbe esik, ezért vektoriális szorzatok zérus, vagyis az utolsó két tag eltûnik! 



Ezek után összefüggésünk tehát több tömegpont esetében a következõképpen írható fel:



�EMBED Equation.3��� .



Nézzük meg, hogyan írható fel még összefüggésünk, lehetne-e az idõ szerinti differenciálást a szummajel elé írni! Írjuk fel ehhez impulzusnyomaték, mint a tömegponthoz tartozó helyvektor és a lendület vektoriális szorzatának, mint szorzatfüggvénynek az idõ szerinti differenciálját:



�EMBED Equation.3��� .



Az elsõ tag zérus lesz, mivel a tömegponthoz tartozó helyvektor idõ szerinti elsõ deriváltja éppen a tömegpont sebessége, továbbá a lendületvektorban is a szerepel a sebesség, I = mv , vagyis ez a két vektor azonos irányú. Ebben az esetben viszont a vektoriális szorzat zérus. Tehát:



�EMBED Equation.3��� .



Ezek után összefüggésünk a következõképp írható fel:



�EMBED Equation.3���



egy adott O pontra vonatkozóan.



Mit jelent ez? 



Mozogjanak a pontrendszer pontjai az O pont körül állandó ( szögsebességgel! Írjuk fel két pontból álló pontrendszerünk esetében az impulzusnyomatékok eredõjét. Ekkor a r és v vektorok merõlegesek egymásra, tehát sin90° = 1.



Az 1. pontra:		N1 = r1 m1 v1 = r1 m1 r1 ( = ( m1 r1 2 ,



a 2. pontra:		N2 = r2 m2 v2 = r2 m2 r2 ( = ( m2 r2 2 .



Az összeg:		N = N1 + N2 = ( m1 r1 2 + ( m2 r2 2  = ( (m1 r1 2 +  m2 r2 2 ) = ( ( ,



ahol ( =  m1 r1 2 +  m2 r2 2 



a tehetetlenségi nyomaték két pont esetében. Több pont esetében 



�EMBED Equation.3��� 



a pontok tömegeloszlására jellemzõ mennyiség, amelyet úgy számítunk ki, hogy az egyes tömegpontok tömegét megszorozzuk az O ponttól mért távolságuk négyzetével, majd összeadjuk az egyes pontok esetében kapott szorzatokat. A tehetetlenségi nyomaték mértékegysége kgm2 .



Visszatérve az impulzusmomentumhoz, néztük meg mi a helyzet ha a tömegpontoknak az O ponthoz viszonyított helyzete és a tömegpontok szögsebessége nem változik! Ilyen esetben az impulzusnyomaték állandó, nem változik az idõ függvényében, az idõ szerinti derivált értéke zérus:



�EMBED Equation.3��� 



N = állandó.



Amennyiben nem zérus a derivált, akkor változik a szögsebesség, ami annyit jelent, hogy forgató hatás lép fel. Ezt a forgató hatást írja le az erõnek a nyomatéka, amelyet az r és az F  vektorok vektoriális szorzata ír le, ezért ezt a mennyiséget forgatónyomatéknak nevezzük:



r x F = M .



A forgatónyomaték nagyságának kiszámítása a vektoriális szorzat szabályai szerint történik. A hely- és az erõvektor nagysága, szorozva a közbezárt szög szinuszával:



M = Frsin( .



Az rsin( mennyiséget szokás az erõ karjának, röviden erõkarnak nevezni.



Tehát az impulzustételhez hasonló törvény mondható ki az impulzusmomentumra is pontrendszer esetében. A rendszer teljes impulzusmomentumának idõ szerinti differenciálhányadosa egyenlõ a rendszerre ható külsõ erõk forgatónyomatékának eredõjével, amely a következõképp írható fel:



�EMBED Equation.3��� 



Ez a következõképp írható amennyiben a tömegeloszlás, vagyis a tehetetlenségi nyomaték, nem változik: M = (( .



Amennyiben a rendszerre nem hatnak külsõ erõk (zárt rendszer), vagy ha a külsõ erõk forgatónyomatékainak eredõje zérus, akkor a rendszer impulzusmomentuma állandó. Ez az impulzusmomentum megmaradásának tétele.



Gondoljunk a jégtáncban a piruettezõre, aki karjainak kinyújtásával illetve összehúzásával változtatja tehetetlenségi nyomatékát. A karok kinyújtásakor megnövekszik a forgástengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka ezért forgása lelassul, karjainak behúzásakor pedig felgyorsul. 



A tornász a nyújtón végzett gyakorlatoknál szögsebességét a megfelelõ pillanatokban azzal növeli, hogy a forgástengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát testének a nyújtóhoz való közelítésével csökkenti. 



A Naprendszernek, amely jó közelítéssel zárt pontrendszernek tekinthetõ, az impulzusmomentuma irány és nagyság szerint is állandó. 



Az úgynevezett Segner-féle vízikerékre a vízsugár kiáramlásakor fellépõ reakcióerõ forgatónyomatékot fejt ki.

Az ekkor létrejövõ forgás az impulzusmomentum tétele alapján hasonlóan tárgyalható, mint a rakéta haladó mozgása az impulzustétel alapján.



A munkatétel pontrendszerre való általánosítása van még hátra. Pontrendszer teljes mozgási energiáján az egyes pontok mozgási energiájának az összegét értjük:



�EMBED Equation.3��� 



A pontrendszer mozgási energiájának megváltozása egyenlõ a rendszerre ható összes erõk (külsõ és belsõ) munkájával. Ez a pontrendszer mozgásegyenleteibõl következik. Nézzük meg ezt egy i-edik tömegpont esetében:



�EMBED Equation.3��� 



mozgásegyenletet szorozzuk meg skalárisan a vi (t = (si elemi elmozdulással, majd adjuk össze az egyes tömegpontokra így kapott egyenleteket:



�EMBED Equation.3��� 



Az adott ponton végzett  munka kiszámításakor tehát az összes, az adott pontra ható erõt figyelembe kell venni, amelyet természetesen fel lehet bontani a külsõ és a belsõ erõk által végzett munka összegére! Ebbõl következik, hogy az is, hogy a rendszer mozgási energiája összetehetõ a tömegközéppontjában egyesítve gondolt rendszer mozgási energiájából és a rendszernek a tömegközépponthoz viszonyított mozgásának mozgási energiájából. Például egy ha egy kilõtt bomba felrobban a levegõben, akkor a rendszer mozgási energiája megnõ és ezt a növekedést a belsõ erõk okozzák.



Amennyiben a rendszerre ható szabaderõk olyanok, hogy az általuk végzett munka nem függ az úttól, konzervatív erõk hatnak csak, és az esetleges kényszerfeltételek az idõtõl függetlenek, akkor ebben az úgynevezett konzervatív rendszerben a mozgási és a helyzeti energiák összege állandó. Ez az energia-megmaradás tétele pontrendszer esetében.



Ütközések



Az ütközések általában bonyolult jelenségei közül most csak a haladó mozgást végzõ homogén golyók ütközését vizsgáljuk. Mivel az ütközések idõtartama rövid, így ezalatt általában csak belsõ erõk hatnak, az ütközésékre fennáll az impulzus-megmaradás tétele. 



�EMBED Equation.3���



Amennyiben az ütközés tökéletesen rugalmas, akkor a rendszer mozgási energiája ütközés után ugyanaz, mint ütközés elõtt. 



�EMBED Equation.3��� 



Az ütközés utáni sebességek:



�EMBED Equation.3���



Nézzünk meg néhány speciális esetet! Az elsõ legyen az, amikor a két ütközõ test egyenlõ tömegû, vagyis m1 = m2 . Ekkor az egyenletekbõl kiolvashatóan a sebességek felcserélõdnek. Ha például az egyik mozgott valamekkora sebességgel, míg a másik állt, akkor az álló teljesen átveszi a mozgó sebességét, és a másik viszont megáll. Másik speciális eset az, ha a mozgó részecske jóval kisebb tömegû, mint az álló. Ilyen esetben a nagy sebességû részecske mintegy "visszapattan", vagyis sebességének nagysága nem, vagy alig változik, de mozgásának iránya ellentétes lesz, a nagy tömegû részecske pedig gyakorlatilag nyugalomban marad.



A rugalmatlan ütközésekre csak az impulzustétel alkalmazható. Nézzük meg ezt is egyenes vonalú ütközés esetében! A lendület-megmaradás:



�EMBED Equation.3��� .



Az ütközés utáni közös sebesség:



�EMBED Equation.3���



A ballisztikus inga esetében a pisztolygolyó sebességének meghatározására is a rugalmatlan ütközés ad lehetõséget. Egy m2 tömegû homokzsákba vízszintes irányban behatol az m1 tömegû és v2 sebességû golyó. Az impulzus-megmaradás törvénye alapján:



�EMBED Equation.3��� .



A golyó v1 sebességének maghatározása a sokkal kisebb v0 mérésére vezethetõ vissza a következõ meggondolások alapján. A közös v0 sebességgel induló inga emelkedési magassága meghatározható, megmérhetõ, amelybõl aztán a golyó sebessége is kiszámítható:



�EMBED Equation.3���



az impulzus- vagy lendület-megmaradás tételébõl:



�EMBED Equation.3���



Merev testek mozgása



Merev testeknek tekintjük az olyan idealizált testeket, amelyek pontjainak egymáshoz viszonyított helyzete nem változik, vagyis rögzített pontrendszerként fogható fel. A merev test helyzetét a térben teljesen meghatározza három tetszõleges, de nem egy egyenesbe esõ pontjának a helyzete. 



Rögzítsük a test bármely A pontját, akkor egy másik pont, jelöljük B-vel, az A pont köré írt AB sugarú gömbfelületen mozoghat. Rögzítsük B-t is. Ekkor a test még foroghat az AB egyenes, mint tengely körül. Azonban ha az AB egyenesen kívüli harmadik pont, jelöljük C-vel, helyzetét is megadjuk, akkor már az egész test helyzetét egyértelmûen meghatároztuk. Egy OXYZ derékszögû koordináta-rendszerben a három pont megadásához 9 adatra lenne szükség, azonban a test merevsége miatt pl. az A és B pontoknak mindig azonos távolságban kell lenniük, azaz fennáll köztük a következõ összefüggés:



�EMBED Equation.3���.



Ehhez hasonló összefüggést lehet felírni az AC és a BC pontok közt is, ez 3 egyenlet, ami miatt a 9 adat közül csak 6 lesz független egymástól. A merev test helyzetét, amennyiben szabadon mozoghat, 6 független adat határozza meg. Ezt úgy is nevezik, hogy 6 szabadsági foka van, az anyagi pont 3 szabadsági fokával szemben. A merev test legáltalánosabb mozgása az, ha haladó és forgó mozgást egyaránt végez. 



A merev test legáltalánosabb mozgása a szabad mozgás, amikoris 6 a szabadsági fokok száma. Azonban bármilyen kényszermozgás esetében a szabadsági fokok száma kevesebb, mint 6. Ha például egy golyónak vagy keréknek megadott felületen kell mozognia, akkor szabadsági fokainak száma 5. Ilyen esetben a felületre merõleges irányú haladó mozgásra nincs lehetõség. 



Amennyiben a merev test olyan mozgást végez, hogy összes pontjainak pályái párhuzamosak egy, a térben állandó helyzetû síkkal, akkor azt mondjuk, hogy síkmozgást végez.



A merev testre ható erõk összeadása



Anyagi pont esetében az arra egyidejûleg ható erõk vektori eredõjükkel helyettesíthetõk. Amennyiben ez zérus, úgy az egyensúlyban van, vagy nyugalomban, vagy egyenes vonalú egyenletes mozgást végez. A pontszerûnek nem tekinthetõ merev testek esetében azonban nem ennyire egyszerû a helyzet, mivel az erõ támadáspontja általában különbözõ helyen van. 



A merev test akkor van egyensúlyban, ha a rá ható két erõ egyenlõ nagyságú és ellentétes irányú és a hatásvonalak egy egyenesbe esnek. Ellenkezõ esetben forgás lép fel. 



Vizsgáljunk meg néhány esetet! Nézzük elõször azt, ha a merev testre ható erõk hatásvonalai egy síkban vannak és nem párhuzamosak! 



Az eredõ erõ a következõképp szerkeszthetõ meg: az erõk hatásvonalait meghosszabbítjuk a metszéspontjukig, és ebbe a metszéspontba toljuk el az erõket is. Itt már megszerkeszthetjük az eredõ erõt. A két erõt helyettesítõ eredõ erõ hatásvonalának bármely pontja eleget tesz egy egyszerû, az ábrán is látható feltételnek:



F1 k1 = F2 k2 .



A következõ ábra alapján belátható, hogy hasonló módszer alkalmazható párhuzamos erõk esetében is, de elõbb az egyik erõhöz hozzáadunk egy F` , a másikhoz pedig egy -F` erõt. 



Az ábra alapján belátható, hogy a merev testre ható F1 és F2 párhuzamos és megegyezõ irányú erõk helyettesíthetõk egy, az adott erõkkel párhuzamos



F = F1 + F2 



nagyságú erõvel, amelynek támadáspontja a két erõ támadáspontját jelzõ A1 A2 távolságot a két erõ nagyságával fordított arányban osztja, vagyis:



F1 k1 = F2 k2 .



Két párhuzamos egyenlõ nagyságú és ellentétes irányú erõ, amelyet erõpárnak is neveznek, nem helyettesíthetõ egyetlen erõvel. Ilyen esetben forgás lép fel.



Erõpár forgatónyomatéka a következõképp határozható meg: adott egy F(P1 ) és -F(P2 ) erõkbõl álló erõpár, amelyeknek az O pontra vonatkozó forgatónyomatéka a két erõ által létesített forgatónyomatékok vektori összege. vagyis:



M = r1 x F + r2 x (-F) = r1 x F - r2 x F = (r1 - r2 ) x F = l x F ,



ahol r1 - r2 = l .



A forgatónyomaték nagysága:



M = Flsin( = Fd , 



ahol d a két erõ hatásvonalának a távolsága. 



Az erõpár forgatónyomaték-vektora önmagával párhuzamosan eltolható. Továbbá az erõpárok forgatónyomatékai vektoriálisan összegezhetõk.



Egy bonyolult erõrendszer esetében az erõk vektori összegzésének elvégzéseképpen azokat helyettesíteni lehet egyetlen erõvel és több erõpárral. A több erõpár pedig egyetlen erõpárrá redukálható. Vagyis a legáltalánosabb erõrendszer is egy erõvé és egy erõpárrá redukálható. 



Az ábrán látható merev test két pontjában, A1 és A2 támadó tetszõleges erõk, F1 és F2 . Vegyünk fel egy a test tetszõleges O pontjában támadó, egymást kompenzáló F1 és - F1, továbbá F2 és - F2 erõket. A tetszõleges O pontban támadó  F1 és  F2 erõk összegezhetõ egy F = F1 + F2 eredõ erõvé. Ezen kívül pedig megmarad a két erõpár, amelyek szintén összegezhetõk. 



Merev test tömegközéppontja (súlypont)



Vizsgáljunk meg elõször két tömegpontot, amelyeket egy elhanyagolható merev rúd tart össze. Idealizált modelltestünkre az m1 g és az m2 g nehézségi erõk hatnak.



Ez a két párhuzamos erõ a párhuzamos hatásvonalú erõk összegzésére vonatkozó megállapításaink szerint helyettesíthetõ egy (m1 + m2 )g nagyságú erõvel, amelynek hatásvonala a két tömegpont távolságát a tömegekkel fordított arányban osztja. E meggondolásaink általánosíthatók bármilyen alakú merev test esetére, mivel a test egyes részecskéire ható, egymással párhuzamos nehézségi erõk a fenti eljárás ismétlésével egyetlen erõvé egyesíthetõk. A kapott mg eredõ erõ támadáspontját a test súlypontjának nevezzük.



A súlypontjában alátámasztott, egyébként csak a nehézségi erõ hatása alatt lévõ test bármely helyzetében egyensúlyban van. Ez egyben azt is jelenti, hogy a merev test súlyának a súlypontra vonatozó forgatónyomatéka zérus a test bármely helyzetében.



A súlypont helye nem függ a koordináta-rendszer megválasztásától, csak a test (rendszer) tömegeloszlása szabja meg. Ez lehet a testen kívüli pont is, gondoljunk például egy gyûrû alakú testre. 



Próbáljuk meg formulával is megadni a súlypont helyzetét! Képzeljük el ehhez, hogy merev testünk az m1,  m2 ..., mn tömegû anyagi pontokból áll. Ekkor a súlypont úgy szerkeszthetõ meg, hogy elõször meghatározzuk az m1 és m2 tömegû pontok S12 súlypontját, majd ebben az  egyesítve gondolt m1 + m2 tömegû pont és az m3 tömegû pontok súlypontját és így tovább. 



Nézzük ábránkat, amelyrõl látható, hogy az S12 súlypont helyvektora:



�EMBED Equation.3��� ,



majd  három pont esetében:



�EMBED Equation.3���.



Az eljárást tovább folytatva az m1 , m2 ... , mn tömegpontokból álló rendszer súlypontjának helyvektora:



�EMBED Equation.3���



Vegyük észre, hogy így definiáltuk a pontrendszer esetében a tömegközéppontot!



Folytonos tömegeloszlású testek esetében a testet kicsiny (mi tömegelemekre bontjuk, amelyek térfogata (Vi , helyvektora ri . Ekkor a test súlypontjának helyzete a következõképp számítható:



�EMBED Equation.3���



A súlypont és a tömegközéppont valójában két különbözõ fogalmat takar, bár helyük azonos. Csak akkor nem lenne azonos a helyük, ha  olyan nagy lenne a test, hogy a test  által elfoglalt  térrészen belül változna a g értéke.



Merev test egyensúlya



A kiterjedt test haladó és forgómozgást egyaránt végezhet, egyensúlyban akkor van, ha szögsebessége és tömegközéppontjának sebessége állandó, vagyis nem változik.

(( = 0	és 	(v = 0

Egyensúly estében a test vagy nyugalomban van, vagy egyenes vonalú egyenletes mozgást végez, illetve egyenletesen forog. Sem impulzusa, sem perdülete nem változik. 



A merev test akkor van egyensúlyban, ha a ráható erõk eredõje is és az erõk egy tetszésszerinti pontra vonatkozó forgatónyomatéka is zérus. Ez 2 darab vektoregyenletet (vagyis 6 skaláregyenletet) jelent:



	( Fi = 0 	és 	( Mi = 0



Egyensúlyi helyzetek



 ábra



Ha a merev testet kissé kimozdítjuk egyensúlyi helyzetébõl, akkor az eredõ erõ és forgatónyomaték már nem zérus. Ha ezek olyanok, hogy hatásukra a test visszatér egyensúlyi helyzetébe, akkor stabilis egyensúlyi helyzetrõl beszélünk. Ha nem tér vissza, illetve még jobban eltávolodik az egyensúlyi helyzettõl, akkor bizonytalan az egyensúlyi helyzet. Végül közömbös egyensúlyi helyzetrõl beszélünk, ha az ezzel szomszédos helyzetekben szintén egyensúlyban van a test. 



Vízszintes lapon nyugvó, valamely felület mentén, vagy legalább három pontjában alátámasztott test akkor van biztos egyensúlyi helyzetben, ha a súlypontján átmenõ függõleges egyenes átmegy az alátámasztási felületen. Az ábrán látható A jelû hasáb áll a legbiztosabban a példák közül, ennek a legnagyobb az állásszilárdsága. 



Az állásszilárdságnak többféle mértét lehet definiálni. Az egyik az úgynevezett geometriai mértéke, miszerint az E élre vonatkozólag az a szög, amellyel a testet el kell döntenünk, hogy az a legközelebbi labilis egyensúlyi helyzetébe kerüljön. Az energetikai mértéke az eközben végzendõ mg(h munka. Dinamikai mértéke a súlypontban támadó, vízszintes és az E élre merõleges erõ, amely a test eldöntéséhez szükséges. Mindegyik mérték szerint az állásszilárdság annál nagyobb, minél nagyobb az alátámasztási felület, továbbá minél mélyebben van a súlypont. 



Egyszerû gépek



Az egyszerû gépek olyan szerkezetek, amelyek nem rendelkeznek energiaforrással. Tulajdonképpen olyan "erõsítõknek" tekinthetõk, amelyek az általunk kifejtett erõt megsokszorozzák. Viszont cserébe mindig hosszabb úton kell mozgatni a testet, tehát munkát nem takarítunk meg, csak a munkavégzést tesszük kényelmessé, illetve egyáltalán lehetségessé.



Emelõ típusú egyszerû gépek



Egyik egyszerû fajta a kétoldalú emelõ. Legyen a rúdra ható nehézségi erõ elhanyagolható a többi fellépõ erõhöz képest! Egyensúlya esetében a rúdra ható forgatónyomatékok összege nulla. 

Fl1 =F, l2 , ebbõl a rúdra ható erõ �EMBED Equation.3���

Az egyoldalú emelõ abban különbözik az elõzõtõl, hogy a két erõ a forgástengely ugyanazon oldalán hat, de ebben az esetben is �EMBED Equation.3��� . 

Az emelõket sokszor használjuk a mindennapi életünk során, mint például a harapófogó, olló, feszítõvas, saját karunk is emelõként mûködik. 

A mérleg szintén az emelõ elven mûködik. A mérlegkarra ható erõk forgatónyomatékai egyensúly esetében egyenlõek. Ha a mérleg két karja egyenlõ hosszúságú, akkor az egyforma mérlegtányérban lévõ testek súlya is azonos. Mivel a testekre ható nehézségi erõ nem függ az anyagi minõségtõl, a mérleg kis környezetében a nehézségi gyorsulás értéke azonosnak tekinthetõ, ezért a tömegek is egyenlõek. Az eszköz tehát a tömegek egyenlõségének kimutatására szolgál. 

m1 gl1 = m2 gl2 , amibõl   �EMBED Equation.3���  .   Ebbõl látható, hogyha l1 = l2 , akkor m1 = m2 .

Az úgynevezett tizedes mérleg esetében, ilyen a mázsa, m1  =10m2 .



Csigák



A következõ egyszerû gép típus a csiga. A csigát és a hozzátapadó kötelet egy rendszernek tekintve a csiga tengelyére vonatkoztatott forgatónyomatékok egyenlõek. A csiga érintõjének irányában elválló kötelek által kifejtett erõk erõkarja a csiga sugara, még akkor is, ha a kötelek nem párhuzamosak. 

Az egyszerû állócsiga nem takarít meg erõt. Arra használják, hogy a kifejtett erõ irányát kedvezõen változtassa meg. 

A mozgócsiga esetében az egyensúlyban tartáshoz a teher súlyának a fele elegendõ: �EMBED Equation.3��� 

A csigasorban n darab, mereven összeerõsített állócsigához szintén mereven összeerõsített n mozgócsiga tartozik 2n darab, közel párhuzamos kötéllel. Mindegyik kötélszárban F nagyságú erõ ébred. Mivel az erõk közel párhuzamosak, ezért az egyensúly feltétele: �EMBED Equation.3���.

Az archimédeszi hatványcsigasor az ábrán látható módon, egymáshoz erõsített mozgócsigákból áll. Az elsõ csigánál a kötelet feszítõ erõ �EMBED Equation.3���. Ez a �EMBED Equation.3���  erõ húzza a következõ csigát lefelé. Az ezt a csigát megtartó két kötélnek már csak�EMBED Equation.3��� erõt kell kifejtenie. Minden újabb mozgócsiga beiktatásakor felezõdnek a kötélerõk. Ezért az n mozgócsigából álló csigasor esetében: �EMBED Equation.3��� .

Hengerkerék



A hengerkerék egyensúlyának feltétele: Gr=FR.  Az erõkarok a sugarak, mert a sugár merõleges az érintõirányú kötélerõkre: �EMBED Equation.3��� .

Lejtõ típusú egyszerû gépek



A harmadik fõ típusa az egyszerû gépeknek a lejtõ. Arra használják, hogy segítségével a testekre ható nehézségi erõnél kisebb erõ kifejtésével tudják felemelni a testeket. Ebbe a családba tartozik az ék, amely minél hegyesebb, annál kisebb erõvel lehet ugyanakkora szétfeszítõ erõt elérni. A csavart szokás hengerre csavart lejtõnek is felfogni. 

A forgómozgás jellemzõi



A merev testet speciális pontrendszernek tekintjük. Ezért rá alkalmazhatók a pontrendszerrel kapcsolatban megállapított törvények, mint az impulzustétel és az impulzusmomentum tétele. Ezek a tételek teljes mértékben meghatározzák a merev test mozgását. 



A merev test mozgása összetehetõ egy haladó és egy forgó mozgásból. A haladó mozgással nem kell különösebben foglalkoznunk, hiszen a tömegközéppont tétele következtében az anyagi pont mozgásával azonos módon írható le. A forgó mozgás tanulmányozását a legegyszerûbb esettel, a rögzített tengely körüli forgással kezdjük.



Rögzített tengelyünk legyen a Z tengely, és ( pedig a forgásszög. A test impulzusmomentumának z komponense :



�EMBED Equation.3��� .



Az impulzusmomentum tétele értelmében:



�EMBED Equation.3��� , 



ahol �EMBED Equation.3���a test tehetetlenségi nyomatéka Z forgástengelyre vonatkozóan. Mz a testre ható összes külsõ erõk forgatónyomatékának z komponense. A külsõ erõk egyrészt szabaderõk, másrészt a tengely rögzítésébõl származó kényszererõk. Ez utóbbiakról feltételezhetjük azt, hogy a tengelyek és csapágyak érintkezési pontjaiban támadnak csupán és ezért a tengelyre vonatkozó erõkarjuk zérus, így forgatónyomatékuk is. Ezért Mz csak a külsõ szabaderõk forgatónyomatéka. A tehetetlenségi nyomaték a test merevsége miatt nem változik idõben ezért a rögzített tengely körül forgó merev test mozgásegyenlete a következõképp írható:



�EMBED Equation.3��� ,



amely formailag teljesen hasonló az anyagi pont haladó mozgását leíró mozgásegyenlethez. Amennyiben a külsõ szabaderõk forgatónyomatéka zérus, abban az esetben a merev test állandó szögsebességgel forog a rögzített tengely körül. 



Másik egyszerû eset az, ha állandó az Mz forgatónyomaték. Ekkor a szöggyorsulás is állandó, a forgás egyenletesen gyorsuló. 



A forgó merev test mozgási energiája a pontrendszer esetéhez hasonlóan az egyes pontok mozgási energiájának összege:



�EMBED Equation.3���.



A tengely körüli forgás miatt az egyes pontok sebessége:



vi = (li .



A mozgási energia:



�EMBED Equation.3��� .



Ezt az energiát forgási, vagy idegen szóval rotációs energiának is nevezik.



A forgó mozgást a haladó mozgáshoz hasonló módon lehet leírni, analóg fizikai mennyiségeket szokás bevezetni. Foglaljuk ezeket táblázatba!



Haladó mozgás�Forgó mozgás��elmozdulás       (r (m) �szögelfordulás      (( (rad)��sebesség            v (m/s)�szögsebesség        ( (1/s)��gyorsulás           a (m/s2 )�szöggyorsulás       ( (1/s2 )��tömeg               m (kg)�tehetetlenségi nyomaték    ( (kgm2 )��lendület            I (kgm/s)�perdület                N (kgm2 /s)��erõ                  F (N)�forgatónyomaték   M (Nm)��A dinamika alaptörvénye: ma = F (eredõ)�A merev forgás alaptörvénye:(( = M(eredõ)��

Merev test tehetetlenségi nyomatéka



Egy merev test Z tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka a következõképp írható fel:



�EMBED Equation.3��� .



Számítsuk ki értékét egyszerû esetre, egy l hosszúságú, homogén, vékony rúdra merõleges és a súlyponton átmenõ tengelyére vonatkozóan!



A kicsiny tömegelem folytonos tömegeloszlása esetén a következõképp írható fel a sûrûség felhasználásával: 



(mi = (i (Vi .



Ezt beírva a definícióba és (Vi  ( 0 határesetet figyelembe véve:



�EMBED Equation.3��� 



A tengelytõl csak x irányban nézve (hiszen vékony rúd) adott távolságban lévõ térfogatelem: (V  = q(x, ahol a q a rúd keresztmetszete, így



�EMBED Equation.3���



figyelembe véve azt is, hogy (ql a rúd tömege.



Néhány egyszerû alakú, homogén test tehetetlenségi nyomatéka:



körgyûrû:��EMBED Equation.3���, ahol R a sugár, a súlyponton átmenõ, a gyûrû síkjára merõleges tengelyre vonatkoztatva��korong:��EMBED Equation.3��� , ahol R a sugár, a súlyponton átmenõ, a korong síkjára merõleges tengelyre vonatkoztatva��gömb:��EMBED Equation.3���, ahol R a gömb sugara��vékony rúd:��EMBED Equation.3���, ahol l a rúd hossza, szimmetriatengelyére vonatkoztatva��vékony rúd:��EMBED Equation.3���, a rúd egyik végére vonatkoztatva.��

Ha ismerjük egy a súlyponton átmenõ tengelyre egy test tehetetlenségi nyomatékát, akkor az ezzel párhuzamos, s távolságban lévõ tengelyre vonatkozólag úgy kapható meg, hogy (s -hez ms2 -et hozzáadunk. Ez a Steiner-tétel:



( = (s + ms2 .



Nézzük meg általános esetben a tehetetlenségi nyomatékot! Vegyünk fel egy, a merev testhez rögzített OXYZ koordináta-rendszernek az O kezdõpontján átmenõ tengelyt, amely az X, Y és Z koordináta-tengelyekkel (, (, ( szögeket zár be. 



Belátható, hogy a test, az O ponton átmenõ bármilyen tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékát megkaphatjuk, ha ismerünk 6 mennyiséget, amelyek a következõk:



az X, Yés Z tengelyekre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékok



�EMBED Equation.3��� ,



továbbá az "eltérítési" vagy deviációs nyomatékokat



�EMBED Equation.3��� ,



amelyek közt fennáll a következõ kapcsolat:



�EMBED Equation.3���

Ennek az összefüggésnek egy felület, mégpedig egy ellipszoid felel meg. 



Ez a tehetetlenségi ellipszoid, amelynek jelentése a következõ: Ha az O ponton az (( ( () irányban átmenõ egyenes az ellipszoidot a P pontban metszi, akkor a testnek erre a tengelyre vonatkozó tehetetlenségi nyomatéka:



�EMBED Equation.3��� .



Az ellipszoid fõtengelyei a fõ tehetetlenségi tengelyek, az ezekre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékok a fõ tehetetlenségi nyomatékok. Az ábra szerint ezek a következõk:



�EMBED Equation.3��� .



Ezek közül az egyik a legnagyobb, egy másik pedig a legkisebb az adott O ponton átmenõ összes tengelyekre vonatkozó tehetetlenségi nyomatékok közül. Speciális esetekben ezek közül kettõ vagy akár mindhárom egyenlõ is lehet. Ekkor a tehetetlenségi ellipszoid forgási ellipszoid, illetve gömb lesz.



Amennyiben a tehetetlenségi ellipszoid fõtengelyeit választjuk koordináta-tengelyeknek, akkor ebben az úgynevezett fõtengelyrendszerben a deviációs nyomatékok eltûnnek, ekkor:



�EMBED Equation.3���.



Amennyiben ismerjük a súlyponthoz tartozó fõ tehetetlenségi nyomatékokat és a fõtengelyek irányát a testhez képest, vagyis összesen 6 adatot, akkor a fenti összefüggés és a Steiner-tétel alapján bármilyen tengelyre vonatkozóan kiszámíthatjuk a test tehetetlenségi nyomatékát. 



Egy test tömegeloszlására jellemzõ tehetetlenségi és eltérítési nyomatékok 6 egymástól független mennyisége együttesen egy másodrendû, szimmetrikus tenzort határoz meg, amelynek tehetetlenségi tenzor a neve.



�EMBED Equation.3���



Az, hogy szimmetrikus a tenzor azt jelenti, hogy csak 6 eleme van, mivel:



�EMBED Equation.3��� 



Fõtengely rendszerben a tenzornak csak az átlós (diagonális) elemei maradnak meg:



�EMBED Equation.3��� 



Szabad tengelyek



Egyszerû tapasztalati tények bizonyítják, hogy egy merev test foroghat bizonyos állandó helyzetû, de nem rögzített tengely, úgynevezett szabad tengely körül. Ezek a szabad tengelyek a súlyponton átmenõ fõ tehetetlenségi tengelyek valamelyike. A merev testeknek általános esetben három, egymásra merõleges szabad tengelye van, ezek a súlyponton átmenõ fõ tehetetlenségi tengelyek. A legnagyobb stabilitású szabad tengely az, melyikhez a legnagyobb tehetetlenségi nyomaték tartozik. Stabilis a forgás még a legkisebb tehetetlenségi nyomatékhoz tartozó tengely körül is. Labilis a forgás a középsõ tehetetlenségi tengely körül. 



Speciális estekben ezek között lehetnek azonos tehetetlenségi nyomatékok is. Homogén gömb, vagy kocka esetében minden súlyponttengely szabad tengely lehet.



Szabad tengely azért csak súlyponton átmenõ tengely lehet, mivel ekkor a deviációs nyomatékok eltûnnek. Rögzített tengelyek esetében, amennyiben ez nem megy át a súlyponton, akkor gyors forgások esetében ha a deviációs nyomatékok nem zérusok, az eredõ erõ és forgatónyomaték igen nagy lehet, amelyet a csapágyak, tengelyek méretezésénél figyelembe kell venni.



Ingák



Fonálinga

Mozgás csak a körív mentén történik a kényszerfeltételek miatt. Az utat, s -et, vagy inkább a szöget ( = s/l -et mint az idõ függvényét a következõ differenciálegyenlet, mozgásegyenlet határozza meg:



�EMBED Equation.3��� 



Kis szögkitéréseknél azonban egyszerûsödik a differenciálegyenlet:



�EMBED Equation.3��� , 



vagyis a mozgásegyenletünk hasonló a harmonikus rezgõmozgás estében megoldott egyenlethez. A megoldásfüggvény és a lengésidõ: 



�EMBED Equation.3��� 

A (0 amplitúdót és a kezdõfázist a kezdeti feltételek határozzák meg. 



A lengésidõ tehát csak az inga hosszától és a hellyel változó g nehézségi gyorsulástól függ, az inga tömegétõl és az amplitúdótól nem. Ezt is Galilei ismerte fel, aki vizsgálta azt, hogy az inga hosszát 4-szeresére, illetve 9-szeresére kell megnövelni ahhoz, hogy a lengésidõ 2-szeres, illetve 3-szoros legyen. Az összefüggés alapján lehetõségünk van a lengésidõ és az inga hosszának mérése útján a nehézségi gyorsulás meghatározására. 



Számoljuk ki az 1 m hosszúságú inga lengésidejét! Elvégezve a behelyettesítése erre 2 másodperc adódik. A fél lengésidõ, tehát amíg a test az egyik szélsõ helyzetébõl a másikba kerül, éppen 1 s. Ezért ezt másodpercingának is nevezik. 



Fizikai inga



A fizikai inga olyan merev test, amely rögzített vízszintes tengely körül foroghat a nehézségi erõ hatása alatt. 



Az ábra síkja a forgástengelyre merõleges a test S súlypontján átmenõ sík legyen A tengely döféspontja O. Térítsük ki az ingát ( szöggel az egyensúlyi helyzetébõl és írjuk fel a nehézségi erõ forgatónyomatékát, ami



M = -mgs sin( .



Írjuk fel a forgó mozgás mozgásegyenletét, ami:
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Hasonlítsuk össze ezt a matematikai ingára (fonálinga) felírt mozgásegyenlettel! Megállapíthatjuk, hogy a fizikai inga ugyanúgy mozog, mint egy
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hosszúságú fonálinga, ezért ezt a fizikai inga redukált hosszának is szokták nevezni. Kis kitérések esetében ennek alapján a fizikai inga lengésideje:
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A redukált hosszat felmérve az O pontból az OS egyenesen a kapott pont a lengési középpont. Ebbe a pontba egyesíthetnénk a fizikai inga teljes tömegét a lengésidõ megváltozása nélkül.



A fizikai inga néhány alkalmazása



A metronómot állandó idõközök jelzésére szokás alkalmazni. Ha változtatni kívánjuk az állandó idõközök nagyságát, akkor az inga rúdján lévõ kis nehezék eltolásával érhetjük ezt el. Ha feljebb toljuk, akkor a súlypont közelebb kerül a forgástengelyhez, vagyis s csökken, másrészt a ( nõ, vagyis ebben az esetben két okból is növekszik a lengésideje. Ha csökkenteni kívánjuk az idõközöket, akkor lejjebb toljuk értelemszerûen a nehezéket.



1657-ben fejlesztette ki Huygens az ingaórát, amelyben az inga a "felhúzott" nehezék vagy spirálrúgó által forgatott fogaskerék, F mozgását szabályozza, mintegy vezérli a megfelelõ módon összekapcsolt H horgony segítségével.



A horgony két csúcsa felváltva nyúlik bele a fogaskerék fogai közé, ezért a fogaskerék minden fél rezgésnél csak egy foggal fordul tovább, az inga pedig kap egy lökést a fogaskeréktõl a pillanatnyi sebességével megegyezõ irányban. A periodikus lökések következtében az inga lengései nem csillapodnak a súrlódás és légellenállás következtében.



A precíziós órák tervezésénél ügyelni kell arra, hogy a lengésidõt megszabó redukált hossz minél kevésbé változzék a kopások hatására. Ez olyan esetben teljesül legjobban, amikor a súlypont távolsága a forgástengelytõl épp a redukált hossz fele. Az e feltételnek megfelelõ inga a kiegyenlített inga.



A földrengések megfigyelésénél, regisztrálásánál igen érzékeny ingát használnak ez az úgynevezett horizontális inga. 



Az inga forgástengelye nem vízszintes, hanem azzal szöget zár be. A nehézségi erõ forgatónyomatéka:



M = - mgs sin( cos( . 



Ennek megfelelõen a lengésidõ
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vagyis közel függõleges tengely esetében igen nagy. Nyugalmi helyzete és lengésideje ezért igen érzékeny a forgástengely helyzetváltozásaira. 



Torziós inga



A torziós inga egy vékony drót, amelynek a végén egy test függ. Amennyiben a testet nem nagy ( szöggel térítjük ki egyensúlyi helyzetébõl, akkor a forgatónyomaték nagysága egyenesen arányos a szöggel. Ez azt jelenti, hogy a kis szöggel elcsavart testre a drót (vagy spirálrugó) a testet az egyensúlyi helyzetébe visszatérítõ forgatónyomatékot gyakorol, ami a következõképp írható fel:



M = -D* ( .



Összefüggésünk hasonló a harmonikus erõtörvényhez.



Legyen a drót végén függõ test tehetetlenségi nyomatéka ( a forgástengelyre vonatkozólag. A drót tehetetlenségi nyomatéka legyen elhanyagolható. Ekkor a testnek a forgatónyomaték hatására létrejövõ mozgása a harmonikus rezgõmozgáshoz hasonló módon tárgyalható. A megoldandó differenciálegyenlet a következõ:
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A torziós rezgés harmonikus forgási rezgés lesz amelynek lengésideje:
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Az összefüggés lehetõséget ad a test tehetetlenségi nyomatékának meghatározására. A torziós rezgések fontosak elvi és gyakorlati szempontból egyaránt, ezért a késõbbiek során is szóba kerülnek.



Mozgások leírása különbözõ vonatkoztatási rendszerekben



Már Galilei felismerte, hogy vannak olyan vonatkoztatási rendszerek, amelyekhez viszonyítva nem tudjuk megmondani azt, hogy maga a rendszer nyugvó-e, vagy pedig egy másik hasonló rendszerhez képest egyenes vonalú egyenletes mozgást végez.



Errõl maga Galilei így ír "Párbeszédek" címû könyvében 1632-ben:" Zárkózzál be egy barátod társaságában egy nagy hajó fedélzete alatt egy meglehetõsen nagy terembe. Vigyél oda szúnyogokat, lepkéket és egyéb röpködõ állatokat, gondoskodjál egy apró halakkal telt vizesedényrõl is, azonkívül akassz fel egy kis vödröt, melybõl a víz egy alája helyezett szûk nyakú edénybe csöpög. Most figyeld meg gondosan, hogy a repülõ állatok milyen sebességgel röpködnek a szobában minden irányba, míg a hajó áll. Meglátod azt is, hogy a halak egyformán úszkálnak minden irányban, a lehulló vízcseppek mind a vödör alatt álló edénybe esnek. Ha társad felé hajítasz egy tárgyat, mind az egyik, mind a másik irányba egyforma erõvel kell hajítanod, feltéve, hogy azonos távolságról van szó. Ha, mint mondani szokás, páros lábbal ugrasz, minden irányba ugyanolyan messzire jutsz. Jól vigyázz, hogy mindezt gondosan megfigyeld, nehogy bármi kétely támadhasson abban, hogy az álló hajón mindez így történik.

Most mozogjon a hajó tetszés szerinti sebességgel: azt fogod tapasztalni - ha a mozgás egyenletes és nem ide-oda ingadozó - ,hogy az említett jelenségekben semmiféle változás nem következik be. Azoknak egyikébõl sem tudsz arra következtetni, hogy mozog-e a hajó, vagy sem. Ha ugrasz, ugyanakkora távolságra fogsz jutni, mint az elõbb, és bármilyen gyorsan mozog a hajó, nem tudsz nagyobbat ugrani hátrafelé, mint elõre: pedig az alattad levõ hajópadló az alatt az idõ alatt, míg a levegõben vagy, ugrásoddal ellenkezõ irányban elmozdul elõre. Ha társad felé hajítasz egy tárgyat, nem kell nagyobb erõvel hajítanod, ha barátod a hajó elején tartózkodik, mint akkor, amikor hátul van. A cseppek éppen bele fognak hullani az alsó edénybe mint elõbb, egyetlen egy sem fog az edény mögé esni, pedig az, míg a csepp a levegõben van több hüvelyknyi utat tesz meg. A halaknak sem kell az edényben nagyobb erõt kifejteni, hogy az edény elejére úszhassanak, és ugyanolyan könnyedséggel fognak táplálék után menni, ha az az edény bármely részén van is. Végül a szúnyogok és lepkék is különbség nélkül fognak bármely irányba repkedni. Sohasem fog elõfordulni, hogy a hátsó falhoz nyomódnak, mintegy elfáradva a gyorsan haladó hajó követésétõl, pedig míg a levegõben tartózkodnak, el vannak választva tõle. Ha egy szem tömjént elégetünk, egy kevés füst képzõdik, mely felszáll a magasba és kis felhõ gyanánt lebeg ott, és nem mozdul el sem az egyik, sem a másik irányba. A jelenségek ez egyformaságának az az oka, hogy a hajó mozgásában minden rajta levõ tárgy részt vesz, beleértve a levegõt is."



Az eddig vizsgált mozgások túlnyomó részében egy a Földhöz rögzített koordináta-rendszert vettünk alapul. Hallgatólagosan feltételeztük, hogy ezek a rendszerek inerciarendszerek, legalábbis jó közelítéssel. Galilei felismerte, amint azt az iménti idézet bizonyítja:



 az egymáshoz képest egyenes vonalú egyenletes mozgást végzõ koordináta-rendszerek a mechanikai jelenségek leírása szempontjából teljesen egyenértékûek. Ha az egyik inerciarendszer, akkor a másik is az, egyszerûen belátható, hogy egy test gyorsulására mindkét inerciarendszerben ugyanaz adódik. A dinamika alaptörvényei mindkét rendszerben azonosak.



Az egymáshoz képest gyorsuló mozgást végzõ vonatkoztatási rendszerek viszont már nem egyenértékûek. Ezekben különbözõ, úgynevezett tehetetlenségi erõk vannak, gondoljunk csak a fékezõ, vagy induló, továbbá a kanyarodó közlekedési eszközökre. Ezek olyan erõk, amelyeket nem másik test okoz, ezek fiktív erõk. Vagyis ilyen rendszerekben nem igazak a Newton törvények. 



Az egyenes vonalú, egyenletesen gyorsuló rendszerekben a tehetetlenségi erõ:



Ft = -ma ,



ahol a a rendszer gyorsulása. 



Példaként nézzük a következõ esetet. Valaki azt szeretné, hogy minél kevesebbet mutasson a mérleg. Mit tegyen? Beszáll egy liftbe, rááll a mérlegre. Elindul a lift és lám a mérleg kevesebbet mutat. A lift ebben az esetben lefelé gyorsul a < g gyorsulással, a mérleg rugójára ható erõ, ez az illetõ súlya, kisebb, mint az utasra ható nehézségi erõ:



Fle = m(g-a) 



ebben az esetben. Amennyiben a lift éppen g gyorsulással esik (szabadon esik) a mérleggel és utasával együtt, akkor ezek után már kitalálható, hogy a mérleg semmit sem fog mutatni. Ez a súlytalanság állapota. Az ûrhajóban éppen ez történik, csak éppen nem tud leesni, mivel közben erre merõleges irányú sebessége is van. Nem arról van szó tehát, hogy nem hat a nehézségi erõ, csupán arról, hogy az utas nem gyakorol erõt, ez a súly, az alátámasztásra, mivel az is szabadon esik, mint õ.



Ellenben ha utasunk feljön a földszintrõl, akkor a mérleg sajnos ma - val többet fog mutatni, 



Ffel = m(g+a) .



Az egyenletes forgást végzõ vonatkoztatási rendszerekben kétféle tehetetlenségi erõ lép fel. Az egyik az úgynevezett centrifugális erõ, amely sugár irányú és kifelé repíti a testeket, úgy is nevezik ezért, hogy röpítõerõ



Fcp = m(2 r .



Példaként nézzünk egy hajlékony forgó abroncsot, amely a forgás következtében belapul. A forgó rendszerbõl értelmezve a jelenséget azt lehet mondani, hogy az abroncsot az egyes részeit kifelé húzó centrifugális erõk addig deformálják, amíg az ennek következtében fellépõ rugalmas erõk azzal egyensúlyt nem tartanak. 



A mosásban használt centrifugának is ez az elvi alapja. A gyors centrifugánál a vízszintesen forgó rendszerben fellépõ centrifugális erõ mellett a nehézségi erõ jóval kisebb lehet, így az anyagok sûrûségük szerint szétválaszthatók. 



A centrifugális erõnek tulajdonítható a Föld lapultsága is. 



A forgó rendszerben mozgó testre még egy másik tehetetlenségi erõ is van, amely merõleges a test sebességére és a forgástengelyre, amelynek Coriolis-erõ a neve:



Fcor = 2m(( x v) .



A forgó Földön a Coriolis-erõ létével magyarázhatók az északkeleti és délkeleti passzátszelek, továbbá a szabadon esõ testek kelet felé való kis mértékû eltérülése. Ez az erõ játszik szerepet a Foucault-féle ingakísérletben is, amelyet 1851-ben végzett el a párizsi Pantheonban egy 67 m hosszú és 28 kg tömegû ingával. Az inga lengési síkját megtartja, ellenben a Föld elfordul alatta, ezért az inga csúcsa az ábrán látható alakú görbét ír le.



A Foucault-féle ingakísérlet, a szabadon esõ test pályájának eltérése a függõleges iránytól a Föld forgásának dinamikai bizonyítékait szolgáltatják. A Földnek egy bizonyos inerciarendszerhez viszonyított forgását igazolják, tehát a Föld nem lehet inerciarendszer. Mi tekinthetõ akkor inerciarendszernek? Mai ismereteink szerint az "állócsillagokhoz rögzített rendszer" kielégítõ pontossággal inerciarendszernek tekinthetõ, de erre még hamarosan visszatérünk. Ez a rendszer és a hozzá képest egyenes vonalú egyenletes mozgást végzõ rendszerek azok a vonatkoztatási rendszerek, amelyekben a magárahagyott test nem gyorsul, és a dinamika alapegyenlete " tehetetlenségi erõk" bevezetése nélkül érvényes. 



Nem egyenletesen forgó rendszerekben, ha a szögsebességnek akár az iránya (a forgástengely iránya), akár a nagysága változik, fellép még egy tehetetlenségi erõ, a mely:



F = m(( x r).



Nehézségi gyorsulás a Földön



Az R sugarú gömbnek tekintett Föld felszínén, a ( földrajzi szélességû helyen nyugvó m tömegû testre a Newton féle gravitációs erõn kívül a földi megfigyelõ szempontjából nézve a centrifugális erõ is hat. A földi nehézségi erõ tehát a Newton féle gravitációs erõnek és a centrifugális erõnek az eredõje:



m g( = Fgr + Fcf , és ugyanígy a gyorsulások    g( = agr + acf 



Ebbõl következik, hogy a nehézségi gyorsulás és a nehézségi erõ csak a sarkokon és az egyenlítõn mutat pontosan a Föld középpontja felé. A sarkokon a centrifugális erõ nulla, az egyenlítõn viszont maximális és pont ellentétes irányú a gravitációs erõvel. Ezért a testekre ható nehézségi erõ a sarkokon a legnagyobb és az egyenlítõn a legkisebb. Ebbõl következik az, hogy a Föld alakja olyan, hogy a földsugár az egyenlítõ irányában nagyobb, amelyet már Newton is tudott. 



A Földön a függõleges irányt a nehézségi erõ jelöli ki, amelyre merõleges irányt nevezzük vízszintesnek.



A nehézségi gyorsulásra egyszerûsítésképp azt mondhatjuk, hogy a megfigyelési hely aránylag kis környezetében állandónak tekinthetõ. Azonban ez nincs így, mivel a különbözõ felszíni alakzatok, pl. hegyek, vagy a talajtól eltérõ sûrûségû föld alatti rétegek gravitációs hatása miatt helyrõl helyre változik, amint az az ábrán látható. Ezeknek a változásoknak a mérése rendkívül fontos a Föld belsejének a megismerése és a különbözõ ásványkincsek felkutatása szempontjából. Eötvös Loránd érdeme az, hogy a nehézségi gyorsulás változásainak mérésére egy rendkívül érzékeny mûszert szerkesztett és mérési eljárást dolgozott ki. A mûszer maga egy torziós inga, amelynek alkotórészei egy igen vékony átmérõjû platina-irídium szálon függõ alumínium rúd, az egyik végén egy A, másik végén pedig egy mélyebben fekvõ - drótszálra függesztett - B kis platina hengerrel. A mérés azon alapul, hogy a nehézségi gyorsulás értéke az A és a B testek helyén általában kissé különbözõ nagyság és irány szempontjából is, és ezért a nehézségi erõ az inga rúdjára forgatónyomatékot gyakorol. 



Ismét a kétféle tömeg



Már több alkalommal beszéltünk arról, hogy a tömegnek kétféle szerepe van. Ez alkalommal megpróbáljuk végelegesen lezárni ezt a kérdést. A súlyos és a tehetetlen tömeg egyenlõségének kísérleti vizsgálata szintén Eötvös nevéhez fûzõdik. 



 A kísérlet azon alapul, hogy egy testre a Földön ható nehézségi erõ a gravitációs és a centrifugális erõ eredõje. A kétféle módon értelmezett tömeg szerint a gravitációs erõ a test ms súlyos (gravitáló) tömegével, a centrifugális erõ pedig a test tehetetlen mt tömegével arányos. Emiatt a nehézségi erõ iránya függ a két tömeg hányadosától. 



A nehézségi erõ a felületre merõleges irányú és ms g90° nagyságú gravitációs erõvel  ( szöget zár be. Írjuk fel a szinusztételt, amely szerint



�EMBED Equation.3���  .



(Az összefüggés azért ilyen furcsa, mivel a gravitációs. erõ nem a ( szöggel szembeni oldalt alkotja az erõháromszögben.)



Ha tehát két különbözõ testre vonatkozólag a két tömeg hányadosa nem lenne ugyanaz, akkor a test súlyának iránya különbözõ lenne. Eötvös a következõ készüléket szerkesztette meg: igen érzékeny torziós inga vízszintes rúdjának egyik végére platina hengert (A), másik végére pedig különbözõ anyagú testeket (B) pl .rézhengert helyezett. Az eszközt úgy állította be, hogy a rúd kelet-nyugati irányba mutasson. Ha az A és B testek súlyának iránya különbözne egymástól, akkor a rúdra forgatónyomaték hatna. Azonban az elfordulás az inga egyetlen helyzetében nem észlelhetõ. Ha a készüléket függõleges tengelye körül 180°-kal elforgatjuk, akkor az A és B helycseréje miatt a forgatónyomaték - ha egyáltalán van - ellentétes irányúvá válik, és ezért az inga egyensúlyi helyzetének meg kell változnia. Ilyen változást azonban nem sikerült kimutatni! 



A megoldás alapja Einstein általános relativitáselméletének, amelynek néhány elemét vázlatosan ismertetjük. Az ebben megfogalmazott ekvivalencia elv a következõ: a gravitációs térben lenni ekvivalens azzal, hogy gyorsuló vonatkoztatási rendszerben vagyunk. Nem tudunk olyan tapasztalatot szerezni, nincs olyan kísérlet, amellyel különbséget tudnánk tenni egy gyorsuló vonatkoztatási rendszer és a gravitációs tér között.



Gyorsuló vonatkoztatási rendszerünkben legyen egy rakéta. A rakéta egyik oldalán helyezzünk el egy fényforrást, amelytõl egyenlõ távolságban fluoreszkáló üveglapok vannak elhelyezve a fény útjának jelzésére. Einstein szerint amennyiben a rakéta gyorsul, ezek a fénylõ pontok nem lesznek egy egyenesen. A rakéta gyorsuló mozgásának következtében a fénypontoknak az üveglapokon való eltolódása 1 : 4 : 9 arányban növekszik, mint a szabadon esõ test esetében. Vagyis a fénysugár útja nem egyenes, hanem parabola lesz. Einstein szerint ugyanilyen mozgást várhatunk a fény esetében gravitációs mezõben. Ez a hatás pedig megfigyelhetõ kell legyen egy nagy tömegû égitest, mondjuk a Nap közelében, amelyet valóban meg is lehet figyelni. 



Az állatövi csillagok közül két szomszédosnak kell például megmérni a szögtávolságát egyszer akkor, amikor nincs köztök a Nap, egyszer pedig akkor, amikor közöttük látszik a Nap. Ez utóbbi mérést napfogyatkozás alkalmával célszerû végezni. A tapasztalat szerint az utóbbi mérés eredményez nagyobb szöget. Ennek a megállapításnak a helyességét legelõször 1919-ben dél-afrikai teljes napfogyatkozás alkalmával egy angol kutatócsoport igazolta is.



Az effektus teljességgel hasonló, illetve Einstein szerint azonos a gyorsuló rakétában leírtakhoz. A megfigyelõ viszont a beérkezõ fénysugár irányításának megfordításakor kapott irányban hiszi a fényforrást. Az általános relativitáselmélet szerint számított különbséget lehet ténylegesen mérni. 



Einsetin az általános relativitáselméletben az ekvivalencia elvét olyan matematikai megfogalmazásban mondja ki, amelyet itt nem közölhetünk. A tárgyalás lényegét úgy foglalhatjuk össze, hogy a tömeg a maga környezetében elgörbíti a teret. A klasszikus fizika megfogalmazása szerint a görbe pályán mozgó testnek gyorsulása van, s így szükségképpen erõ hat rá. Az elmélet szerint a gyorsulás a tér sajátja, és maga a tér görbült, a hatás minden tehetetlen tömegre ugyanakkora, s így az ekvivalencia elve érvényesül. Az elmélet alapján a gyorsulás abszolút, melynek értéke meg is mérhetõ. Egy rugó végére akasztott tömeg úgy használható mint egy egyszerû gyorsulásmérõ. Vagyis Einstein szerint egy laboratórium fedélzetén nem lehet eldönteni, hogy vajon a laboratóriumban például lefelé irányuló gravitáció hat-e vagy pedig a laboratórium felfelé gyorsul.



A számtalan lehetséges gyorsuló vonatkoztatási rendszer közt kitüntetett szerepe van annak, amelyben a mért gyorsulás éppen zérus. Az ilyen vonatkoztatási rendszer inerciarendszer. 



Deformálható testek



Eddigi modelljeink a kiterjedés nélkülinek képzelt anyagi pont és a merev test voltak. Ténylegesen merev test nem létezik, hiszen a valóságban elegendõen nagy erõk minden testen alakváltozást, deformációt hoznak létre. 



A szilárd testek alakja és térfogata csak aránylag nagy erõk hatására változik meg észrevehetõen. A folyadékok viszont nem rendelkeznek meghatározott alakkal, az edény alakját veszik fel mindig, de térfogatuk megváltoztatásával szemben a szilárd testekhez hasonlóan nagy ellenállást fejtenek ki. A gázoknak viszont nincs önálló alakja sem, térfogata sem, betöltik a rendelkezésükre álló teret. Közönséges földi körülmények között minden test az elõbb említett három halmazállapot valamelyikében jelenik meg. A kõzetek szilárd anyagok, a levegõ gáz. A víz viszont mindhárom halmazállapotában elõfordul, folyékony állapotában a tengerek folyók, tavak alakjában, szilárd a hótakaró és a légkörben mindenhol jelen van valamennyi vízgõz. 



A szilárd testek többsége kristályos, ami abban nyilvánul meg többek között, hogy ezeknek az anyagoknak meghatározott olvadáspontjuk van. A folyadék halmazállapotban való átmenet ugrásszerûen, az anyagra jellemzõ olvadási hõmérsékleten következik be. Az amorf testek esetében (például ilyen az üveg, a viasz) folytonos az átmenet, fokozatosan lágyulnak meg a hõmérsékletemelkedés hatására. Az amorf szilárd testek bizonyos szempontból a folyadékokhoz hasonlóak. 



Az anyagnak a fent említett tulajdonságai, és az említetteken kívül még számos más tulajdonság, az anyag szerkezetével van összefüggésben. Már az ókori görögök is sejtették, hogy az anyag nem darabolható vég nélkül, vagyis nem tekinthetõ folytonosnak, hanem diszkrét szerkezetû kell legyen. Ezen részecskék szerkezetével, amelyek például atomok, molekulák, ionok lehetnek, meg fogunk ismerkedni a késõbbiek során. Számos esetben azonban, például jelen esetben is, elegendõ az anyagot felépítõ atomokat, ionokat, molekulákat merev gömböknek képzelni. Ezen gömbök sugara 10-10 m körüli érték, vagyis az egyáltalán szemmel észrevehetõ nagyságú tárgyakat is óriási számú részecske alkotja. Mindössze 1 cm3 levegõben 1020 körüli a molekulák száma.



A kristályos szilárd testekben a kicsiny gömbök egymáshoz közel és szabályos szerkezetet alkotva helyezkednek el, térbeli rácsot alkotnak. A kristályos állapot az anyagnak olyan állapota, amelyben a részecskék szabályos térbeli elrendezõdésben, úgynevezett kristályrácsban foglalnak helyet. A részecskék egymáshoz viszonyított geometriai elrendezõdése periodikusan ismétlõdik. A részecskék mindegyike meghatározott egyensúlyi helyzettel rendelkezik, amelynek környezetében rezgéseket végez. A rezgések amplitúdója a hõmérséklet emelkedésével növekszik. Ezek alapján megalkothatunk egy modellt a kristályos szilárd testekre, amely a következõ: szabályos elrendezõdésben lévõ golyók sokasága, amelyek csavarrúgóval vannak összekötve. 



A folyadékokban a részecskék a szilárd állapothoz hasonlóan közel vannak egymáshoz, de meglehetõsen rendezetlenül helyezkednek el. Rendezettség csak igen kis tartományokon belül alakul ki. A részecskéknek nincs egyensúlyi helyzete, egymáshoz képest könnyen elmozdulhatnak. Hasonló felépítésûek az amorf szilárd testek is azzal a különbséggel, hogy a részecskék elmozdulása korlátozottabb. A folyadékokat egy edénybe öntött golyósokaságként lehet elképzelni.



A gázok esetében a részecskék egymástól való távolsága sokszorosa a folyadék vagy a szilárd állapotban lévõ távolsághoz képest. Ezért a gáz halmazállapotban lévõ anyag sûrûsége több nagyságrenddel kisebb, mint szilárd vagy folyadék halmazállapotban. Mozgásuk rendezetlen, véletlenszerûen ütköznek egymással és az edény falával. Egymással a méretükhöz képest nagy távolság miatt nem igen lépnek kölcsönhatásba. 



 A továbbiakban a szilárd testeken létrejövõ különbözõ alakváltozásokat fogjuk tanulmányozni. Leírásunk egyszerû, fenomenológiai, leíró jellegû lesz. Ez a módszer nem vesz tudomást az anyag korpuszkuláris szerkezetérõl, azzal a közönséges megfigyelések él, hogy a különbözõ testek által elfoglalt térfogatot folyamatosan tölti ki az anyag. A testek különbözõ tulajdonságainak jellemzésére különbözõ, az egyes  anyagokra jellemzõ állandókat fogunk használni, amelyek közt kapcsolatokat fogunk keresni.



Rugalmas alakváltozások



Rugalmasnak nevezünk egy szilárd testet akkor, ha a deformáló erõhatás megszûntével eredeti alakját nyeri vissza. A valóságban természetesen ilyen test nincsen, de ha a deformáló erõk elég kicsik, akkor rugalmas alakváltozások jöhetnek létre. Ez a rugalmassági határ élesen nem definiálható és anyagonként is különbözõ. Az ilyen tartományokra állított fel tapasztalati úton Hooke 1676-ban egy törvényszerûséget, amely az õ nevét is viseli, miszerint: Az alakváltozás arányos a deformáló erõvel, ha az eközben létrejövõ alakváltozás elegendõen kicsi. (A harmonikus erõ ilyen.)



Nézzük elsõnek a nyújtást! Egy l hosszúságú, q keresztmetszetû huzalt húzzunk F nagyságú erõvel. Az ennek következtében létrejövõ (l megnyúlás és az elõbbi mennyiségek közt Hooke a következõ összefüggést állította fel:
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Az E a szál anyagi minõségétõl függõ állandó, melyet nyújtási vagy Young modolusnak neveznek. Mértékegysége erõ/felület , SI-ben N/m2 .  1011 N/m2 körüli az értéke réz, acél stb. szálak esetében. A F/q hányadost feszültségnek, ebben az esetben húzófeszültségnek nevezik. 



A feszültség-megnyúlás diagram lineáris ebben a tartományban. Azonban tudjuk azt, hogy a szál az egyre nagyobb terhelés hatására elõbb-utóbb elszakad. 



Vizsgáljuk meg a görbe menetét! Kis terhelés esetében, mint már megállapítottuk, lineáris kapcsolat van a megnyúlás és a feszültség között. Azonban egy ponton, a görbén ezt A -val jelöltük, vége van az arányossági határnak. Ettõl kezdve a drót nem nyeri vissza többé eredeti alakját, vagyis maradandó alakváltozás lép fel. Tovább nyújtva a drótot, kis terhelések hatására is jelentõsen megnyúlik, mintegy plasztikus, képlékeny lesz. Ezt folyási szakasznak is nevezik. Van amelyik anyag esetében nincs ilyen szakasz, mivel már elõbb eltörik. A képlékenységi tartománynak a fémek hidegen történõ megmunkálásában van szerepe. Végül nagy terhelés hatására elszakad a szál. Az elszakításhoz szükséges erõnek és az eredeti keresztmetszetnek a hányadosát húzási vagy szakítási szilárdságnak nevezik. Értéke függ az anyagi minõségtõl, amelyet táblázatokban adnak meg. 



Az alakváltozások igazából soha nem rugalmasak teljes mértékben. Ez abban nyilvánul meg, hogy a megnyújtott drót csak a terhelés megszûnte után hosszabb idõ múlva veszi csak fel legfeljebb eredeti alakját. Igazából még ilyenkor is marad kismértékû alakváltozás, amely teljesen csak az elõzõvel ellentétes irányú terheléssel szüntethetõ meg. Ez a rugalmas hiszterézis jelensége. A betáplált energia, a test belsejében végbemenõ súrlódás jellegû folyamatok miatt, egy része hõvé alakul. Ezt kell pótolni. A hõjelenségekkel egy késõbbi fejezetünkben foglalkozunk. Ilyen jellegû hiszterézis más esetekben is fellép, például az anyagok mágnesezõdésekor stb. 



Harántösszehúzódás



A nyújtásnál mindig fellép harántösszehúzódás is, mivel a nyújtás irányára merõleges hosszméretek, mint például a d átmérõ kisebb lesz. Közismert példa erre a gumicsõ megnyúlása. A mérések szerint a relatív átmérõ- vagy oldalhosszúság-csökkenés (amely ezért negatív) arányos a relatív megnyúlással. Az arányossági tényezõ egy anyagi minõségre jellemzõ állandó, a 
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harántösszehúzódási együttható vagy Poisson-féle szám és semmilyen anyagnál nem lehet nagyobb, mint 1/2. A legfontosabb fémek esetében értéke 0,3 és 0,4 között van. 



Nézzük meg a nyújtással kapcsolatos térfogatváltozást is! Tekintsünk egy l oldalhosszúságú kockát. Amennyiben a nyújtás irányában (l a megnyúlás, akkor elõbbi összefüggésünk szerint a haránt irányú élek (-((l )-lel változnak meg. Írjuk fel a bekövetkezõ térfogatváltozást:



(V = (l+(l)(l - ((l )2 - l3 ( l2 (l - 2((l) .



A (l igen kicsi ezért második és harmadik hatványa elhanyagolható az elsõ mellett. Írjuk fel a relatív térfogatváltozást, amely (V és V = l3 hányadosa:
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beírva a huzalok nyújtásnál használt összefüggést. A tapasztalat szerint a nyújtásnál a térfogat mindig növekszik, vagy legalábbis nem csökken, az 1-2( mennyiség nem lehet negatív, azaz a ( nem lehet 1/2 - nél nagyobb.



Összenyomás



Amennyiben az egyik végén rögzített rúd szabad véglapjára merõlegesen F nagyságú nyomóerõ hat, nem pedig húzóerõ, akkor egy ilyen egyoldalú összenyomásnál a rúd hosszirányában megrövidül, keresztirányban kiterjed, térfogata pedig csökken. A q felületû lapra merõlegesen és egyenletesen ható F nyomóerõ nagyságának és felületének a hányadosa a nyomás:



�EMBED Equation.3��� .



Minden oldalú egyenletes nyomásról beszélünk abban az esetben, ha egy tetszõleges alakú test felületére olyan nyomóerõk hatnak, hogy a nyomás a felület minden helyén azonos nagyságú.



Ilyen eset úgy valósítható meg, hogy például sûrített levegõbe vagy folyadékba helyezzük a testet. A test eredeti, zérus nyomáshoz tartozó V térfogata p nyomásnál  V+(V -re csökken (a (V negatív). A mérések szerint a relatív térfogatváltozás arányos a nyomással:
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ahol a ( az anyagi minõségre jellemzõ állandó, neve összenyomhatósági együttható vagy kompresszibilitás. Reciproka a kompressziómodolusz. 



A bevezetett három rugalmas állandó között összefüggés van. Ehhez a következõt gondoljuk meg! Egy kocának egyoldalú összenyomásakor, vagyis ha a p = F/q nyomás csak a két szemközti lapra hat, a harántösszehúzódásnál írtak szerint �EMBED Equation.3��� . Ha a másik két lappárra is hat a p nyomás, akkor a relatív térfogatváltozás az elõzõnek a háromszorosa lesz, vagyis a kompressziómodolusz:



�EMBED Equation.3��� - ként fejezhetõ ki.



Hajlítás



A mûszaki gyakorlat szempontjából fontos példája a hajlításnak az egyik végén befogott rúd (tartó) viselkedése a szabad végén ható merõleges F erõ hatására. 



Az l hosszúságú téglalap keresztmetszetû rúd, oldalai a és b szabad végének lehajlása a mérések szerint:
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ahol E a nyújtási modolusz. A lehajlás következtében a rúd felsõ rétegei meghosszabbodnak, az alsó rétegek pedig megrövidülnek. E kétfajta réteg között, téglalap keresztmetszetû rúdnál éppen középen, húzódik egy úgynevezett neutrális réteg, amelynek hosszúsága a meghajlás után is változatlan marad. 



Nyírás



A nyírás, vagy csúsztatás legegyszerûbb esetében az egyik lapján rögzített téglatest a felülettel párhuzamos irányú lapjára érintõleges F erõ hat a lap egyik oldalával párhuzamosan. 

Ennek következtében a kérdéses lap és az azzal párhuzamos rétegek elcsúsznak egymáson, és az eredetileg a lapra merõleges oldalélek ( szöggel elfordulnak. Kis alakváltozás esetében a következõ lineáris kapcsolat van az  F erõ a q  lapfelület és a szög között:
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ahol G egy anyagi minõségtõl függõ állandó, neve nyírási, vagy torziómodolusz.



Csavarás (torzió)



A torzió jelenségével már több esetben találkoztunk, amikor homogén rúd, vagy drót szabad végére M forgatónyomatékot gyakoroltunk, vizsgáltuk a torziós rezgéseket. 



A mérések szerint a rúd egyes keresztmetszeteinek elfordulása annyiszor nagyobbak, minél távolabb vannak a rögzített végtõl. A mérések szerint az elfordulás szöge a következõképp fejezhetõ ki a forgatónyomatékkal:
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A torziós rezgések tárgyalásakor használt direkciós nyomaték a következõképp írható fel egy drót esetében:



D* = �EMBED Equation.3��� .



A torziós rezgések lehetõséget adnak a torziómodolusz mérésére. Ismert tehetetlenségi nyomatékú testet helyezünk a torziós szál végére, amelyet nem nagy kitéréssel kitérítünk, rezegni hagyunk és mérjük a rezgésidõt. Ebbõl és a szál adataiból a torziómodolusz már számolható.



A rugalmassági állandók közti összefüggések



Az elõbbiekben összesen négy rugalmassági állandót ismertünk meg (E, (, ( és G ). Ezek közül kettõ a másik kettõvel mindig kifejezhetõ, vagyis nem függetlenek egymástól:
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Képzeljünk el egy gumiszalagra rajzolt kört. Megnyújtva a szalagot a körbõl ellipszis lesz, vastag gumilap tetszõleges O középpontú, kicsiny r sugarú gömb alakú része pedig ellipszoiddá deformálódik. Ennek a deformációs ellipszoidnak a fél fõtengely-hosszúságai r1 , r2 , r3 , akkor a relatív megnyúlások az úgynevezett fõtengelyek irányában a következõk lesznek:
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Ezt a három mennyiséget, amelyek ismert fõtengely-irányok esetében a deformációs ellipszoidot teljesen meghatározzák, fõmegnyúlásoknak, illetve fõösszehúzódásoknak nevezzük.



Általános esetben a testben létrejövõ deformációt a deformációmennyiségek, egy alapul vett XYZ koordináta-rendszerben létrejövõ relatív megnyúlásokat és elfordulásokat a deformációs tenzor jellemzi. Ez egy szimmetrikus tenzor, hasonlóan a tehetetlenségi tenzorhoz. A külsõ erõk által létrehozott feszültségek szintén egy 3x3-as szimmetrikus tenzorral adhatók meg. 



Ha a megnyújtott gumiszalagból az ellipszis alakú részt eltávolítjuk, ez a környezetébõl kiszakított rész ismét kör alakot vesz fel. Ahhoz, hogy megmaradjon az ellipszis alak, ahhoz az ellipszis kerületén megfelelõ erõknek kell hatni, amely erõket akkor ,amikor még a kiszakított rész a szalag belsejében volt, akkor a szalag környezõ részei gyakorolták az ellipszis szélére. Általánosságban egy rugalmas test belsejében elhatároltnak gondolt, tetszõleges alakú, V térfogatú rész felületének minden (q darabjára erõt gyakorolnak a környezõ külsõ részek. Ezeket felületi erõknek nevezzük, ellentétben például a nehézségi erõvel, amely jellegzetesen térfogati erõ. Az erõ/felület dimenziójú
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mennyiséget az n normálisú felületelemhez tartozó feszültségvektornak nevezzük. az n index a felületelem normálisára utal, általában nem merõleges a felületre, de mindig felbontható egy normális irányú és egy tangenciális (érintõ) irányú komponensre. A normális irányú a húzó vagy nyomó feszültség, a másik pedig az érintõ irányú, nyíró vagy csúsztató feszültség. A pozitív (nn az n normálisú elem kifelé húzásának, a negatív pedig a felületelem befelé való nyomásának felel meg. Ez utóbbi esetben a 



- (nn = p 



pozitív mennyiséget nyomásnak nevezzük. 



A rugalmasságtan feladata elméleti téren általában az, hogy a megadott külsõ erõkbõl a testben fellépõ feszültségeket és deformációkat, végeredményében pedig a test bármely pontjának elmozdulását meghatározza. Általánosságban a rugalmas jelenségeket a következõképp képzelhetjük el. A rugalmas test határfelületére ható külsõ erõk a test belsejében rugalmas feszültségeket keltenek. A test egy O pont körüli részének alakváltozásához hasonlóan az O pontban uralkodó feszültségállapot is egy tenzorral jellemezhetõ.



A test bármely helyén fellépõ deformációk az ugyanazon a helyen uralkodó feszültségek hatásainak tekinthetõk. A feszültségek és a hatásukra létrejövõ deformációk közti összefüggést az általános Hooke-törvény adja meg.



A deformáció közben energia halmozódik fel. Deformációs, vagy rugalmas energiának nevezzük azt az energiát, amely a rugalmas testben a deformáló külsõ erõknek a rugalmas belsõ erõk ellenében végzett munkája árán felhalmozódik. Nézzük ezt meg egy egyszerû esetben! Nyújtsunk meg egy huzalt és csak a rugalmas tartományt vizsgálva írjuk fel a nyújtás közben végzett munkát, ami:
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összefüggéssel számolható ebben a tartományban. A feszültség-megnyúlás diagram alakja egy az origóból induló ferde egyenes, a munka a görbe alatti területtel egyenlõ, ami jelen esetben egy háromszög. Írjuk fel a lineáris Hooke-törvényt a deformáció és a feszültség fogalmának felhasználásával is:
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A következõ lépésben fejezzük ki a lineáris Hooke-törvénybõl az erõt és helyettesítsük be a munka képletébe, továbbá szorozzuk meg és osszuk el az így kapott kifejezésünket l -lel, a drót eredeti hosszával:



�EMBED Equation.3���



Vegyük észre, hogy a Al szorzat éppen a deformált térfogat, így a deformáció során a drótban felhalmozódó deformációs energiasûrûség a következõképp írható fel:



�EMBED Equation.3���.



A deformációs energia általános esetben is a feszültség-megnyúlás görbe alatti területként számítható. 



Az alakváltozások általában még az egy anyag esetében megadott rugalmassági határon belül sem azok ténylegesen. Mindig marad rugalmas utóhatás, amely a már említett hiszterézis jelenségében nyilvánul meg. A hiszterézishurok éppen azt az energiasûrûséget fogja körül, amely egy teljes alakváltozási ciklus alatt hõvé alakul a test belsejében végbemenõ súrlódás jellegû folyamatok következtében.










